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Descrição do Produto


                 Fuzzy Epistemic Logic for Knowability Paradox   



 



 



  Abstract    In this paper, we present a simple semantics for fuzzy epistemic logic. In particular,  the idea of “fuzzy” means that we assign a degree of truth/knowledge to propositions. We  show that the semantics introduced blocks the knowability paradox by denying distributivity.  We then move on to a short analysis justifying our method. Lastly, we address some further  concerns and implications of the semantics.   



Introduction    The word fuzzy comes from “Fuzzy Sets” a 1965 paper by Lotfi A. Zadeh1 . The main  idea is that of a fuzzy set which is nowadays further developed into other fields such as fuzzy  mathematics, fuzzy probabilities and possibility theory. The idea of a fuzzy set is that  membership to sets can sometimes be described not only as binary but as a number from 0 to  1. For instance, take the proposition, 12°C is cold. Cold is a set and 12°C can be given a  degree of membership to it.  The paper will proceed as follows, in the first section we introduce a semantics for  propositional fuzzy logic along with the K and possibility operators. The second section  argues that this semantics is able to block the knowability paradox. Lastly, in the third  section, we argue that our method is philosophically sound and well justified.   



1) Semantics for fuzzy logic    Fuzzy logic can be seen as a subdivision of many valued logic. Here is a standard  semantics for propositions that we shall employ.    1. V(p) ∈ [0,1], p is a proposition letter.  2. V(~p) = 1  V(p), negation  3. V(p ⋀  q) = min(p,q)  4. V(p ∨ q) = max(p,q)    Implication in fuzzy logic is interpreted most commonly in one of two ways.   5. V(p ➡ q) = min(1, (1  p) + q), this is the Lukasiewicz implication (Rimplication).  6. V(p ➡ q) = 1  min(p, 1  q), this is the conditional derived directly from above using  classical tautologies (Simplication).   



  Zadeh, L.A., 1965. Fuzzy sets.  Information and control ,  8 (3), pp.338353. 
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It is now clear that fuzzy logic is just a many valued logic as far as propositions are  concerned. What is really distinct about them is the interpretation given. Here the value given  to p is the degree of truthhood, not to be confused with probability of truthhood. Note that p  behaves classically if p=0 or p=1.     We now introduce a simple semantics for epistemic operator in fuzzy logic.    1. V(Kp) ≤ V(p)     The interpretation of Kp will be the maximal degree at which p is known throughout  past, present and future by some rational knower. In particular, if we assign K p to express the  i degree of knowledge of p for agent i, then V(Kp,w) = sup(K p) for all agents i of a particular  i possible world w. This interpretation is tailored for the Knowability Paradox, one can of  course restrict the temporal framework and other parameters.  As well as a simple semantics for possibility and necessity operators.    1. V(p,w) ≤ V(◇p,w), where ◇p is the maximum p value in all possible worlds u  accessible to w.  2. V(◻p,w) ≤ V(p,w), where ◻p is the minimum p value in all possible worlds u  accessible to w.   



2) The Knowability Paradox2    The knowability paradox arises from the verificationists’ claim that if a statement is  true then it is possible to know it ( p then ◇Kp). It is possible from this conditional, by  taking p to be a truth that is never known, to derive a contradiction using factivity and  distributivity of K. With that contradiction, along with contraposition and double negation  elimination, one can ultimately derive the highly unintuitive claim that if a statement is true  then it is necessary that it is known. Standard approach to deny it includes reformation of  Koperator, adoption of intuitionistic logic and paraconsistent logic. We now show that fuzzy  logic also can block this paradox.    1) Given our prior semantics, the verificationist asserts that if V(p)=1 then  V(◇Kp)=1.    2) Now let us suppose, the next step of the paradox, that there is some p such that  V(p)=1 and V(~Kp)=1 so V(p⋀ ~Kp)=1.    3) Then we have V(◇K( p⋀ ~Kp))=1. 



  A detailed exposition of the paradox can be found at:  Salerno, J., 2009. New essays on the knowability  paradox.  2



  4) The next step of the paradox is to distribute the K operator. We have the following:  K(p⋀~Kp) ➡ (Kp ⋀ K~Kp). We will show that this particular instance of distributivity fails in  fuzzy logic for the Lukasiewicz implication (the same holds for the Simplication), namely  that the truth value of the conditional is less than 1.    5) Recall that in fuzzy logic, V(p ➡ q) = min(1, (1  p) + q). In our case, we have that:    a)V(K(p⋀ ~Kp)) = x  ≤  1, since V(p⋀ ~Kp)=1 and V(Ks) ≤  V(s)  b)V((Kp ⋀  K~Kp) = 0, since V(Kp) = 0 and V(p ⋀  q) = min(p,q)  c) Then min(1, (1  x) + 0) ≤ 1. And it is 1 iff V(K(p⋀ ~Kp)) = 0, but by assumption  we  know  that (p⋀ ~Kp) is true and so it cannot be that it is not known. A stronger argument can be  made that it is fully known, in which case its truth value is 1 making the conditional’s truth  value 0.    6) We see that fuzzy logic blocks the paradox by denying distributivity of the K  operator in the above.     7) Suppose that we allow for distributivity because the value of the conditional is  close enough to 1, since one can argue that our degree of knowledge of (p⋀ ~Kp) is very low.    8)Then one would have that V(Kp ⋀  K~Kp) = x for x close to 1. Then by factivity,  one is able to get (Kp ⋀  ~Kp) but notice that this is no longer a contradiction because V(Kp  ⋀ ~Kp) is not zero. Notice that since V(Kp ⋀  K~Kp) = x, V(Kp) ≥ x and V(K~Kp) ≥ x and so  V(~Kp)  ≥  x. So, V(Kp ⋀  ~Kp) ≥ x not 0. This is a standard observation in fuzzy logic where  V(p⋀~p) is not always zero but can be as high as 0.5.    We now move on to a short analysis and justification of the above method for  blocking the paradox.   



3) Analysis and Justification    This solution is particularly pleasing because it rules out not only the paradox for the  K operator but as well as other verificationist formulations of truth such as rational belief  3.   It should be noted that an analogous , yet much weaker, argument can be made in  classical logic. However, it will require that we fully know that the premise p ⋀ ~Kp is true.  Whereas in fuzzy framework, we only require that it is not unknown.    Wright, C., 2000. Truth as sort of epistemic: Putnam's peregrinations.  The Journal of Philosophy ,  97 (6),  pp.335364. In the above, Wright argues that the thesis put forth by Putnam of tying truth together with rational  acceptance fails in much of the same way. In his argument, the distributivity of rational acceptance over  conjuncts is key. However, it will not follow in fuzzy logic precisely because Wright himself rationally accepts  the premise that there exist true fact which are not rationally accepted.   3



Then one point of contention is whether it truly is such that we have some knowledge  of (p⋀~Kp). It could be that although we assume the truthhood of such a statement, we  actually have no knowledge of it. However, even if it were true, the verificationist can always  take refuge in an operator J such that assuming the truth of (p⋀ ~Jp) always grants some  truthhood to J(p⋀ ~Jp). For instance, J could be justified belief. Then if we assume (p⋀ ~Jp), it  cannot be the case that J(p⋀ ~Jp) is false, else we would not be justified to in the initial  assumption. J is a weaker claim than K but its blocking of the paradox is stronger.     It seems then that the only true point of contention is whether denying distributivity of  K is problematic. We will argue that it is not in fuzzy logic.     First we need to elaborate on the difference in interpretation of K(p⋀ q) of the two  frameworks. In classical logic, K(p⋀ q) is intuitively interpreted as one knows p and q, so it  naturally follows that one knows p and knows q. However, in fuzzy logic, K(p⋀ q)=x is not so  naturally interpreted, it says that one knows (p⋀ q) to x degree. This could mean one of two  things:  1) One knows that p and q  are  true to degree x.  2) One knows that p and q  is  true to degree x.     The difference is not clear at first and it may seem that option 1 is more appealing for  two reasons. First, it is analogous to the classical definition. Second, it is easy to compute  while option 2 seems to be a dead end. Note that option 1 allows for distributivity whereas it  not clear that option 2 does.  However, we will see that the above opinion forms because our conjunct is in a  limited form. Consider  K(Λ pi), a finite conjunction of ci where i is a member of index set  i∊ I I, note that all conjuncts have this form. There are many examples of such a proposition. For  instance, “I know all prime factors of n.” where n is particularly large. Suppose that  V(K(Λ p ))=x for some agent. Then given the two options for interpreting conjunction in  i∊ I i fuzzy logic we have:    Option 1)  One knows that p and q  are  true to degree x.  Then one knows all of the primes of n to degree x. So one knows each prime to  degree x.    Option 2)  One knows that p and q  is  true to degree x.   Then one knows to degree x all of the primes of n. So one knows some of the primes  of n. This “some” is determined by x.    When we say that we somewhat know the prime factors of a number, we mean that  we know some of them, not that we know all of them to some degree. Then it is clear that  option 2 is more intuitive. Of course, this type of knowledge is not distributive but it is the  right way to interpret fuzzy knowledge over conjuncts. 



Generalizing the above, we’ve argued that in fuzzy logic, if one claims some  knowledge of a conjunct, then they mean that they know some of the conjuncts. It makes less  sense to say that if one has some knowledge of a conjunct, then they have some knowledge of  each conjuncts.   It is then clear that distribution should not hold if conjunction is understood as above  in fuzzy logic. Notice however, that if V(K(Λ p ))= 1, then it must be that Kp =1 for all i. So  i∊ I i i we preserve the pleasant property that 0 and 1 behave classically in fuzzy logic for the K  operator.   



4) Some further concerns    In this section, I address two issues. First, I argue that, independent of the paradox, the  fuzzy epistemic operator is to be preferred over the classical one. Second, I show that  although it not clear how V(K(Λ p )) should be computed given our previous section, there  i∊ I i are reasonable ways of doing that. First, we make the distinction between factual knowledge  and instrumental knowledge; knowing facts and ability to perform certain actions such as  knowing how to swim. It should be clear that for instrumental knowledge, fuzzy  representation is more appropriate as there are degrees to how well one is able to perform an  act. Thus in the following section I focus on factual knowledge.    4.1) Fuzzy knowledge over classical knowledge    Although the fuzzy epistemic operator blocks the knowability paradox, it is only an  appropriate move if we can show that it is a better representation of knowledge than the  classical one.   The argument is twofold. We argue that since in fuzzy logic, the truth values 1 and 0  behave exactly as they do classically, any concepts captured by the classical operators will be  reflected in the fuzzy operators. Furthermore we argue that knowledge simply should not be  binary as there are many cases where there exists uncertainty concerning our knowledge of  facts.   More formally, take the set P of all epistemic propositions. Call C the subset of P of  statements which are unproblematically analyzed by the classical operator. The first argument  says that C is a subset of F, the set of statements unproblematically analyzed by the fuzzy  operator. The second argument says that C is  properly contained  in F, namely that there are  elements of F which are not in C.    In a sense, whether a sentence is properly captured by a classical formalization  depends on how sceptical one is on the possibility of knowledge. Someone who believes that  only mathematical truth are certain will say that V(Kp)=1 if and only if p is a true  mathematical statement. This sort of epistemic stance can be perfectly captured by the  classical formalization.  



However, she may still think that, to a lesser degree, she knows facts about the  physical worlds. However, if truth values are limited to 1 or 0, then the interpretation is  limited to her either not knowing physical facts or knowing just as well as mathematical facts.  Neither of which describes faithfully the scenario. Evidently this will not occur in fuzzy  logic. Furthermore, even if this agent believed in physical facts to the same strength as  mathematical truth, there will always some statements for which she is less sure about her  knowledge. Unless we admit that agents are equally sure of their knowledge for every known  fact, there will always be statements that the fuzzy formalization captures better.    4.2) Determining V(K(Λ p ))  i∊ I i   Our blocking of the Knowability paradox requires a certain interpretation the  epistemic operator applied to conjuncts. Namely that V(K(Λ p ))= x having the meaning that  i∊ I i the conjunct  is   known  to degree x rather than the conjuncts  are known  to degree x.   However, a problem with such an interpretation is our current inability to attribute a  truth value to such a conjunct4. Let us analyze some cases to get an intuition for the problem.    Take once again our proposition “I know the prime factors of some number n.” It is  clear that there is a truth value to this proposition under fuzzy logic and that it makes to say  that this truth value is higher for some individual than others. One intuitive way to assign  truth values would be assign proportionate to how many prime factors the agent knows.  Namely, if n has 6 prime factors, then the agent who knows all 6 of them is assigned truth  value 1 while the agent who knows only 3 of them is assigned 0,5. Notice that we’ve  assumed that knowledge of each prime counts equally towards knowledge of the conjuncts.  The method above will not work for more complex conjuncts such as “I know  calculus”. This statement is less trivial in two manners. First, calculus is a set of axioms and  propositions deduced from those axioms, namely, it is an infinite set of statements. Second, it  is clear that knowledge of each statements of calculus do not have equal weight towards  knowledge of calculus. For the case of calculus it could be reasonably argued that knowing  all the axioms, which allows for the deduction of all other propositions, would count as  knowing calculus. Further, one could assign different weight to each axiom of calculus based  on how important and crucial they are to the theory.  It seems, that for factual knowledge, we can always find reasonable ways to weigh the  different propositions via either by their logical implication structure or by some form of  cultural convention. However, the real challenge is for instrumental knowledge. For forms of  instrumental knowledge can be directly measured, such as chess playing ability through  win/loss ratio and elo, it is plausible that one can have measure the Koperator at least on an  ordinal scale. However, once the act is not measurable one will struggle. Nonetheless, this is    Notice that in fuzzy logic, standard definition for V(p  and  q)  is  min{V(p),V(q)}. However, such is not true  for the K operator, as it implies that not knowing a single conjunct is equivalent to not knowing the whole  conjunct. However, not knowing the 42nd largest prime factor of some number n does not imply that one has no  knowledge over the prime factors of n.  4



not really a problem because the classical K will struggle similarly as it cannot distinguish  between a chess amateur and grandmaster without saying that one does not know chess.   We conclude this paper, having shown that a fuzzy formalization of the Koperator  blocks the  Knowability Paradox and argued that that the fuzzy formalization is more  appropriate than a classical one. 
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